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簡単な自己紹介
名前：渡慶次孝気（Koki Tokeshi) 
所属：東京大学宇宙線研究所 (2024/4 - 現在) 
出身：埼玉県入間市
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ランダムウォーク

x

t

x = 0

ランダムウォークの運動方程式
dx
dt

= ξ(t)

ランダムな数（乱数）

時刻  でどこにいる？--> 確率分布t

∂f
∂t

=
∂2f
∂x2

f(x, t) 各時刻  で、位置  にいる確率t x

拡散方程式

f(x, t) =
1

2σ2(t)
exp [−

x2

2σ2(t) ]
だんだん拡がっていくガウス分布
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ランダムウォーク

x

V(
x)

ポテンシャル上のランダムウォーク

dx
dt

= −
dV
dx

+ ξ(t)

∂f
∂t

=
∂
∂x ( dV

dx
f) +

∂2f
∂x2

ドリフト付きのランダムウォーク

ドリフト付きの拡散方程式 
（フォッカー・プランク方程式）
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極初期宇宙の加速膨張
我々の宇宙が一様・等方であること --> インフレーション宇宙論の必要性

地平線問題：因果関係になかったはずの２点が似過ぎている
平坦性問題：非常に大きなスケールで空間曲率がほとんど０

どちらも微調整（fine-tuning）の問題 

自然に存在するメカニズムが存在してしかるべき 

インフレーション宇宙論

T ≃ 2.73 K ,
δT
T

= 𝒪(10−5) , ΩK ≪ 1

大スケールで一様・等方

地平線問題・平坦性問題
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温度 温度の揺らぎ



極初期宇宙の加速膨張
もっとも簡単には、スカラー場  のエネルギーにより加速膨張を実現できるϕ

dϕ
dN

= −
1

3H2(ϕ)
dV(ϕ)

dϕ
+

H(ϕ)
2π

ξ(N )

S = ∫ d4x −g [ M2
P

2
R −

1
2

gμν(∂μϕ)(∂νϕ) − V(ϕ)] ds2 = gμν dxμ dxν = − dt2 + [a(t)]2 d ⃗x2

V(ϕ) ≫ ·ϕ2/2 a(t) ∝ eHt

H(t) =
·a
a

≃定数

ε = −
·H

H2
≪ 1

スカラー（インフラトン）場  の運動方程式ϕ

ランダムノイズ＝揺らぎの効果

量子揺らぎ
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初期宇宙では、インフラトン場  
がランダムウォークをしていた！

ϕ
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厳密解とは？
なんらかの方程式が “手で” “解析的に” 解ける --> 厳密解があるという

なぜ厳密解だと嬉しいか？（なぜ数値的に解くのではダメなのか？）

例1. 二次方程式 例2. 五次方程式

例3. 単振動の運動方程式 例4. 拡散方程式

ax2 + bx + c = 0

x =
−b ± b2 − 4ac

2a

x5 + x − a = 0

x = a 4F3
1/5, 2/5, 3/5, 4/5

1/2, 3/4, 5/4
−4 ( 5

4
a)

5

d2x
dt2

= − ω2x

x(t) = c1 cos(ωt) + c2 sin(ωt)

ことにする

∂f
∂t

=
∂2f
∂x2

f(x, t) =
1

2σ2(t)
exp [−

x2

2σ2(t) ]

パラメタ依存性が明確、数値計算では高コスト、単純に面白い、etc…
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極初期宇宙の加速膨張

dϕ
dN

= −
1

3H2(ϕ)
dV(ϕ)

dϕ
+

H(ϕ)
2π

ξ(N )

V(ϕ) ≫ ·ϕ2/2 a(t) ∝ eHt

H(t) =
·a
a

≃定数

スカラー場  の運動方程式ϕ

量子揺らぎ

∂f
∂N

=
1

3H2

∂
∂ϕ ( dV

dϕ
f) +

H2

8π2

∂2f
∂ϕ2

f = f(ϕ, N ) = f(ϕ, N ∣ ϕ0, N0)
各時刻  での場の値  の分布N ϕ
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N = ln a(t)
e-fold（指数膨張）数

ランダムノイズ＝揺らぎの効果

フォッカー・プランク方程式



スペクトル分解（変数分離法）
変数分離法

∂f
∂N

=
1

3H2

∂
∂ϕ ( dV

dϕ
f) +

H2

8π2

∂2f
∂ϕ2 f(ϕ, N ) =

∞

∑
n=0

cn exp [−
4π2

3H4
V(ϕ)] Ψn(ϕ)Tn(N )

すると、空間部分の関数  は量子力学のシュレディンガー方程式を満たすΨn

[−
H2

8π2

d2

dϕ2
+ VS(ϕ)] Ψn(ϕ) = λnΨn(ϕ) VS(ϕ) ≡

2π2

9H6 ( dV
dϕ )

2

−
1

6H2

d2V
dϕ2

量子力学の解ける系から、スカラー場  の分布関数の厳密解を構成したいϕ

解ける量子力学系
 などVS(ϕ) = ϕ2/2

解けるスカラー場
V(ϕ) = ??
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調和振動子の例
具体的な厳密解の構成：調和振動子の例

[−
H2

8π2

d2

dϕ2
+ VS(ϕ)] Ψn(ϕ) = λnΨn(ϕ)

この  が  の二次関数の場合VS(ϕ) ϕ
Ψn(ϕ) =

A1/8

2nn! π ( 8π2

H2 )
1/4

exp (−
z2

2 ) Hn(z)

-4 -2 0 2 4
-1

0

1

2

3

4

5

f(ϕ, N ) =
A1/4

π

8π2

H2
e−z2

∞

∑
n=0

Hn(z)Hn(z0)
2nn!

e−2n A (N−N0) =
1

2πσ2(N )
exp − [ϕ − μ(N )]2

2σ2(N ) ガウス分布

-4 -2 0 2 4
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
量子力学側 インフレーション側

Ψn(ϕ)

VS(ϕ)

V(ϕ)

f(ϕ, N )

時
間
経
過

分散

平均エルミート多項式

波動関数
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z ≡ A1/4 y = A1/4 8π2

H2
ϕ



そのほかの厳密可解な量子力学系

名称 波動関数 離散固有値だけ？
調和振動子 エルミート：H ◯
動径調和振動子 ラゲール陪：L ◯
クーロン L ✖

モース L ✖

一般化ポッシェル・テラー ヤコビ：J ✖

エッカルト J ✖

三角スカーフ J ◯
双曲スカーフ J ✖

三角ローゼン・モース J ◯
双曲ローゼン・モース J ✖

一般には

Infeld and Hull (1951) 

Cooper, Khare, and Sukhatme (1994) 

Honda, Jinno, and KT (2024)

 (連続部分)f(ϕ, N ) =
∞

∑
n=0

cn exp [−
4π2

3H4
V(ϕ)] Ψn(ϕ)Tn(N ) +

これら以外に厳密に解ける系はあるか？ --> 無限にある
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クライン・アドラー変換
既知の解ける系から、新しい解ける系をいくらでも構成することができる

λn/
√
A

2 · 0 = 0

2 · 1 = 2

2 · 2 = 4

2 · 3 = 6

2 · 4 = 8

2 · 5 = 10

2 · 6 = 12

2 · 7 = 14

...
...

H. O.

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

n = 4

n = 5

n = 6

n = 7

...

Crum

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

n = 4

n = 5

...

K. A.

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

Delete

Delete

Delete

固
有
値
（
エ
ネ
ル
ギ
ー
準
位
）

本質的にさきほどの 
十種類と変わらない

本質的に新しい系 
（欠損振動子）

調和振動子

Krein (1957), Adler (1994)

12/32Seminar ＠ 岡山理科大学・2025/7/9



新しい可解模型の例 (1)

-4 -2 0 2 4
-5

-2

1

4

7

10

-4 -2 0 2 4
-5

-2

1

4

7

10

調和振動子 欠損振動子クライン・アドラー変換

削除された 
エネルギー準位

VS(ϕ) = A
4z6 + 16z4 + 29z2 − 5

(2z2 + 1)2

調和振動子
VS(ϕ) = A (z2 − 1)

欠損振動子
VS(ϕ) = ??

VS(ϕ) = A (z2 − 1)

KA変換
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z ≡ A1/4 y = A1/4 8π2

H2
ϕ



-4 -2 0 2 4
-5

-2

1

4

7

10
新しい可解模型の例 (1)：波動関数

VS(ϕ) = A
4z6 + 16z4 + 29z2 − 5

(2z2 + 1)2

調和振動子
VS(ϕ) = A (z2 − 1)

欠損振動子
KA変換

14/32

[−
d2

dz2
+

4z6 + 16z4 + 29z2 − 5
(2z2 + 1)2 ] Ψn(z) =

λn

A
Ψn(z)

解きたいシュレディンガー方程式

Ψn(z) =
e−z2/2

2z2 + 1
un(z) un(z) =

∞

∑
k=0

akzk

(k + 4)(k + 3)ak+4 + 2(k2 − 2k + n − 6)ak+2 − 4(k − n − 2)ak = 0

ak

a0
= −

( − )k/2 ⋅ 2k

(k + 1)! ( k2

2
−

n + 1
2 ) Γ[(n + 1)/2]

Γ[(n + 3)/2 − k /2]
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Nasuda, KT, Watanabe (2025)



新しい可解模型の例 (1)

-4 -2 0 2 4
-5
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スカラー場 欠損振動子

-2 -1 0 1 2
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

変数分離の式により構成

V(ϕ)
H4

=
3

4π2 [ z2

2
+ ln(2z2 + 1)]

削除された 
エネルギー準位

調和振動子
VS(ϕ) = A (z2 − 1)

可解スカラー場模型

V(ϕ) = ??VS(ϕ) = ??

KA変換

VS(ϕ) = A
4z6 + 16z4 + 29z2 − 5

(2z2 + 1)2

Nasuda, KT, Watanabe (2025)

欠損振動子
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新しい可解模型の例 (2)

調和振動子 欠損振動子クライン・アドラー変換

削除された 
エネルギー準位

VS(ϕ) = A
16z10 + 48z8 + 152z6 + 72z4 − 279z2 + 27

(4z4 + 3)2

調和振動子
VS(ϕ) = A (z2 − 1) VS(ϕ) = ??

VS(ϕ) = A (z2 − 1)

KA変換 欠損振動子
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z ≡ A1/4 y = A1/4 8π2

H2
ϕ
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-2 -1 0 1 2
-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

新しい可解模型の例 (2)

スカラー場 欠損振動子変数分離の式により構成

V(ϕ)
H4

=
3

4π2 [ z2

2
+ ln ( 4z4 + 3

6z2 + 3 )]

調和振動子
VS(ϕ) = A (z2 − 1)

可解スカラー場模型

V(ϕ) = ??VS(ϕ) = ??

KA変換

VS(ϕ) = A
16z10 + 48z8 + 152z6 + 72z4 − 279z2 + 27

(4z4 + 3)2

削除された 
エネルギー準位

Nasuda, KT, Watanabe (2025)

欠損振動子
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そのほかの例

-4 -2 0 2 4
-15

-5

0

5

15

20

-4 -2 0 2 4
-15

-5

0

5

15

20

-4 -2 0 2 4
-20

-10

0

10

20

-2 -1 0 1 2
-0.6

0.

0.6

1.2

-2 -1 0 1 2
-0.1

0.

0.1

0.2

0.4

0.6

-2 -1 0 1 2
-0.1

0.

0.1

0.2

0.4

0.6

解ける量子力学系のポテンシャル

解けるスカラー場のポテンシャル

Nasuda, KT, Watanabe (2025)
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複数場インフレーション模型
考える状況：

v(r) ≡
V( ⃗ϕ )

12π2M4
P

r ≡
| ⃗ϕ |
MP

⃗ϕ ≡ (ϕ1, … , ϕd)𝖳

 個のスカラー場が宇宙のインフレーションに寄与しており、 
系は  対称性をもつ（物理量が動径成分にのみ依存する）
d

O(d)

このとき、実行的な自由度は  だけr

dr
dN

= −
v′￼(r)
v(r)

+
v(r)
2

d − 1
r

+ v(r) ξ(N)

- ポテンシャルを上昇させるような力 

- 決定論的だが、揺らぎの効果に起因

古典的なドリフト 揺らぎによる効果

この遠心力の項は揺らぎ由来であり、摂動的に取りあつかうことによって、 
、つまりスカラー場がたくさんあることによる揺らぎの効果を捉えたいd > 1

有効ポテンシャルの振る舞い（横軸：場の値）

場の数  に依存した遠心力の項があらわれる：d
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e-fold 数の平均値
インフレーションの「持続時間」(number of e-folds) の摂動展開をしたい

∂f
∂N

= [∇ ⋅
∇v( ⃗x)
v( ⃗x)

+ ∇2 v( ⃗x)
2 ] f

∂fFPT

∂𝒩
= [−

∇v( ⃗x)
v( ⃗x)

⋅ ∇ +
v( ⃗x)

2
∇2] fFPT

随伴フォッカー・プランク方程式

f = f( ⃗x, N) = f( ⃗x, N ∣ ⃗x0, N0)

fFPT = fFPT( ⃗x, 𝒩)

フォッカー・プランク方程式（多変数版）

各時刻  での場の値  の分布N ⃗x

初期値  に対する持続時間  の分布⃗x 𝒩

⃗x

N

v(
⃗x)

f( ⃗x, N )

fFPT( ⃗x0, 𝒩)

⃗x0

N

⟨𝒩⟩

⃗x ≡
⃗ϕ

MP

⟨ ⃗x⟩(N)

ポテンシャル
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e-fold 数の平均値

∂fFPT

∂𝒩
= [−

∇v( ⃗x)
v( ⃗x)

⋅ ∇ +
v( ⃗x)

2
∇2] fFPT

随伴フォッカー・プランク方程式から、  の平均値  を求める式が出る𝒩 ⟨𝒩⟩

fFPT = fFPT( ⃗x, 𝒩)
初期値  に対する持続時間  の分布⃗x 𝒩

⟨𝒩⟩(r) = ∫
r

r−

dx
xd−1

exp [−
2

v(x) ]∫
r+

x
dy yd−1 2

v(y)
exp [ 2

v(y) ]
初期値 反射壁（以降の議論に無関係）

吸収壁（ここにスカラー場が到達すると加速膨張が終了）

 対称性のため右辺は空間一次元に落ち、両辺に  をかけて  で積分O(d ) 𝒩 0 < 𝒩 < ∞

r = | ⃗x |

v(
r)

r− r

初
期
値

イ
ン
フ
レ
ー
シ
ョ
ン
終
了

Assadullahi+ (2016)
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e-fold 数の平均値：摂動展開

⟨𝒩⟩(r) = ∫
r

r−

dx
xd−1

exp [−
2

v(x) ]∫
r+

x
dy yd−1 2

v(y)
exp [ 2

v(y) ]
初期値 反射壁（以降の議論に無関係）

吸収壁 揺らぎが小さいとき、主要な寄与は  からy ≈ x

2
v(y)

=
2

v(x) [1 −
v′￼(x)
v(x)

(y − x) + ⋯]

⟨𝒩⟩(r) =
∞

∑
k=0

⟨𝒩⟩(k)(r) ⟨𝒩⟩(k) = 𝒪(vk)

テイラー展開

以降は微分で書く

 のべきで平均値を展開v

d⟨𝒩⟩(x)
dx

=
1

xd−1
exp [−

2
v(x) ]∫

r+

x
dy yd−1 2

v(y)
exp [ 2

v(y) ]
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Assadullahi+ (2016)



摂動展開の結果、

 となるような  の組を網羅することで、  の摂動展開が
オーダーごとに得られる（原理的には任意のオーダーまで計算可能な表式）
−k3 + k4 = m k1 ∼ k4 ⟨𝒩⟩

f1(x) =
v′￼(x)
v(x)

ポテンシャルの微分

(0)  の 0 次 -->  だけv k1 = k2 = k3 = k4 = 0

⟨𝒩⟩(r) ≃ ∫
r

r−

dx
v(x)
v′￼(x)

+ 𝒪(v) =
1

2p
ϕ2 − ϕ2

−

M2
P

+ 𝒪(v)

古典的な結果を再現 単項式型のポテンシャル:  に対する既知の結果を再現V( ⃗ϕ ) = V( | ⃗ϕ | ) ∝ | ⃗ϕ |p

d⟨𝒩⟩(0)(x)
dx

=
1

f1(x)
=

v(x)
v′￼(x)or

Takahashi and KT, in prep.

e-fold 数の平均値：摂動展開
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(1)  の 1 次 --> v (k1, k2, k3, k4) = (0, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 2), (1, 0, 0, 1)
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揺らぎ  の 1 次で  に依存した効果があらわれ、インフレーションの持続
時間 の平均  を増加させる作用を持つ
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(2)  の 2 次 --> . v #{(k1, k2, k3, k4)} = 7
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揺らぎ  の 2 次では  だけでなく  の補正もあらわれるが、これも再び
インフレーションの持続時間 の平均  を増加させる作用を持つ
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(3)  の 3 次 --> v #{(k1, k2, k3, k4)} = 14

( )  の  次 --> m v m #{(k1, k2, k3, k4)} = (m + 1)(m2 + 2m + 6)/6
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e-fold 数の平均値：摂動展開
単項式型のポテンシャル：  に対する任意のオーダーでの表式v(r) = v0rp

⟨𝒩⟩(k)(r) = vk
0

d(d + p)⋯[d + (k − 1)p]
2kpk+1

rkp+2 − rkp+2
−

kp + 2
⟨𝒩⟩(r) =

∞

∑
k=0

( v0

2 )
k Γ(d /p + k)

pΓ(d /p)
rkp+2 − rkp+2

−

kp + 2

場の数

イ
ン
フ
レ
ー
シ
ョ
ン
の

平
均
持
続
時
間

古典的に期待される値（0 次）
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e-fold 数の平均値：摂動展開
単項式型のポテンシャル：  に対する任意のオーダーでの表式v(r) = v0rp

ランジュバン方程式に戻ると出処が明確で、
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収束半径直上で 
これらがつりあう

模型のパラメタ（  と ）を決めたとき、各初期値  に対してv0 p r

有効ポテンシャルの振る舞い（横軸：場の値）
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e-fold 数の平均値と分散

分散  も  に
応じて大きくなるが、どう大きくなる？

δ𝒩2(r) ≡ ⟨𝒩2⟩(r) − ⟨𝒩⟩2(r) d
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e-fold 数の分散：摂動展開

摂動展開の結果、

1
2

d⟨𝒩2⟩(0)(x)
dx

=
⟨𝒩⟩(0)(x)

f1(x)
=

1
2

d
dx [⟨𝒩⟩(0)(x)]

2

[δ𝒩2](0)(r) = ⟨𝒩2⟩(0)(r) − [⟨𝒩⟩(0)]
2
(r) = 0 0 次なので分散なし（古典的）

さきほどの  の解析的な表式は  に対して一般化できる⟨𝒩⟩ ⟨𝒩n⟩
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(0)  の 0 次 -->  だけv k1 = k2 = k3 = k4 = k5 = k6 = 0

f1(x) =
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v(x)
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e-fold 数の分散：摂動展開
(1)  の 1 次 --> v #{(k1, k2, k3, k4, k5, k6)} = 5

(2)  の 2 次 -->  v #{(k1, k2, k3, k4, k5, k6)} = 16
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(3)  の 3 次 --> v #{(k1, k2, k3, k4, k5, k6)} = 41
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e-fold 数の分散：摂動展開
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まとめ

揺らぎの効果を取り入れて、初期加速膨張宇宙
のスカラー場のダイナミクスを解析した。 
場の運動をランジュバン方程式で記述する定式
化はインフレーションの確率形式と呼ばれる。

インフレーション宇宙のスカラー場を記述する
厳密解を構成した。単一の極小値を持つ場合だ
けでなく、可解な多重井戸系も構成した。

複数場模型における揺らぎの効果は、  など
の統計量に場の数  の依存性を生じさせる。 

具体的な依存性を摂動展開によってもとめた。

⟨𝒩⟩
d

-2 -1 0 1 2
-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

32/32Seminar ＠ 岡山理科大学・2025/7/9


