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島根県の紹介

松江高専：島根県松江市にあります

観光名所：玉造温泉・出雲大社 （人口は少ないですが、神様は多い）

天候：夏は雨が多く、冬は雪が多い （雪はそんなに降らないです）
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⬅  一昨年の雪

湿度が高いので、美肌県として推し
ています

ぜひ遊びに来てください！



本日の概要

● グラディエントフロー (gradient flow method, 勾配流法 )は理

学・工学の分野で極値を求めるために広く使われている方法

です。（特に定常状態を数値的に求める際に有用）

● ‘t Hooft-Polyakov 磁気単極子はハミルトニアンの極値なの

でグラディエントフローでうまく扱えるのでは、ということでその

あたりを調べました。

● 同様にダイオン (電荷がある場合 )にも調べました。ダイオンの

場合には多少条件が必要ですが適用可能のようです。
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● 今日の内容は古典論です。量子化は難しいので扱いません。
● フェルミオンは出てきません。
● 自然単位系を使っています。



磁荷と磁気単極子   (Dirac 1931)

● 電荷と磁荷

磁荷がなければ磁場はベクトル・ポテンシャルで表される ( ∇・∇×A=0より)
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電荷・電流がある

磁荷・磁流はない



磁荷と磁気単極子   (Dirac 1931)

一見ベクトル・ポテンシャルと磁荷は両立しないように見えるが、変なベクトル・ポ

テンシャルを許せば磁荷に相当するものを作れる。

このベクトル・ポテンシャルは θ=0,πで発散していて、積分定数 Cをどのように選ん

でも両方の発散を同時に取り除けない。
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積分定数

● C=1とするとθ=π(南極)で発散

● C=-1とするとθ=0(北極)で発散



磁荷と磁気単極子   (Dirac 1931)

この定数Cはゲージ変換で変化する⇒発散する部分はゲージ変換で移り合う

このゲージ変換に伴って位相が変化する：

波動関数が1価 ⇒ z軸回りで一周したときに位相が等しい
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北極で発散しない AN                  南極で発散しない AS



磁荷と磁気単極子   (Dirac 1931)

● 磁気単極子をつくることは可能

ただしベクトル・ポテンシャルの１価性はあきらめる

（要は北極側と南極側でそれぞれ発散しないものを使うという発想です）

● 赤道を越える際にゲージ変換が必要

⇒波動関数の１価性より電荷の量子化が生じる
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● 北半球

● 南半球
貼り合わせ
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場の理論の保存則
● 作用の不変性と場の理論の保存則

場の理論では作用はエルミート（実）

例：１成分複素スカラー場は次の変換で作用は不変：  

複素スカラー場の対称性：（大域的）位相変換不変性

この不変性がある場合の保存量は？   電荷保存則
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成分が一つしかなければ複素共役＊
成分が複数あれば複素共役＋転置  †



場の理論の保存則：ネーターの定理
● すこし一般的な導出（ネーターの定理： Noether’s theorem）

場の変換を内部対称性に限ると

⇒電荷電流保存則がある

                                                               ：ネーター電流
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ゲージ理論：ゲージ対称性を持つ理論
● ゲージ理論

作用を大域対称性⇒局所対称性を持つように変更したもの

● ただしもとの作用は局所対称性を持っていないので、局所対称性がある

ように変更する（ゲージ場の導入）

● ゲージ場の振る舞い（運動項）は局所対称性を満たすように定める

先程の大域的対称性の場合、以下のように変更する （最も単純なU(1)対称性）
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例：1成分複素スカラー場  ➡ U(1)ゲージ理論
● 共変微分：運動項が不変になるよう ゲージ場を導入

ゲージ場の変換：

● 場の強さ (field strength)：

電場と磁場：

pure gaugeではfield strength は0となる：

● 運動項：
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例：1成分複素スカラー場  ➡ U(1)ゲージ理論
● 作用とハミルトニアン

ゲージ変換が交換できるので、 U(1)ゲージ理論は可換ゲージ理論と呼ばれます
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順番を逆にできる



非可換ゲージ理論
● 非可換なゲージ変換

先の位相変換が行列に変わる。例：２✕２のユニタリー変換  ( SU(2) )
    (ややこしいですが  gはSU(2)のゲージ結合定数 )

・基本表現  

・随伴表現  (ゲージ場と同じ )
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パウリ行列

今回はこの随伴表現を使います
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自発的対称性の破れ
● 真空：ハミルトニアンの最低エネルギー状態

例：ヒッグスポテンシャル
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有限エネルギーとなるためには無限遠方でポテンシャルエネルギーが 0

：回転対称性がある

：回転対称性がない（真空）



自発的対称性の破れ
● 自発的対称性の破れ

スカラー場が真空期待値を持つ⇒対称性が壊れゲージ場が質量を獲得

＜SU(2)：基本表現の場合＞

　         

全てのゲージ場が質量を獲得  ⇒ 全ての対称性が失われる
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SU(2)が全て壊れる



自発的対称性の破れ
● 自発的対称性の破れ

スカラー場が真空期待値を持つ⇒ SU(2)対称性が壊れゲージ場が質量を獲得

＜SU(2)：随伴表現の場合＞

　

今後はこのような「一部の対称性が残る場合」を考察します
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この場合、　   は質量を獲得しない⇒ SU(2)のうちU(1)は残る

     　　（随伴表現を使うと自動的に一部の対称性が残ります）



自発的対称性の破れ
● 自発的対称性の破れ

スカラー場が真空期待値を持つ⇒ SU(2)対称性が壊れゲージ場が質量を獲得

＜随伴表現の場合＞

　共変微分：

今後はこのような「一部の対称性が残る場合」を考察します
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この場合、　   は質量を獲得しない⇒ SU(2)のうちU(1)は残る

     　　（随伴表現を使うと自動的に一部の対称性が残ります）

問．

● このような随伴表現の真空は他にもあるのでしょうか？

● もし仮に異なる真空がある場合、ゲージ場にはどのようなことが起きる
でしょうか？
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自発的対称性の破れ：スカラー場の真空
● SU(2)ゲージ不変性を持つスカラー場の真空

ちょっとイメージが難しいので、空間 2次元のU(1)の場合で考察します
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有限エネルギーの配位となるためには、 無限遠方でスカラー場がポテンシャ

ルの底にいる必要がある。

(そうでなければエネルギーが発散します )

⇒ポテンシャルの底への至り方は一通りではない



自発的対称性の破れ：スカラー場の真空
● U(1)ゲージ不変性を持つスカラー場の真空

空間2次元(x,y)の場合の無限遠方は円となる

最も単純な場合：
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　無限遠方のすべての点で同じ真空

⇒よく知られた自発的対称性の破れが起きる

無限遠方



● U(1)ゲージ不変性を持つスカラー場の真空

空間2次元(x,y)の場合の無限遠方は円となる

少し複雑な場合：

自発的対称性の破れ：スカラー場の真空 25

　無限遠方を一周する間に、真空の位相 θも2π変化
             ⇒巻き付き数 n=1の真空

これらの配位は「巻き付き数 n」で分類ができる

無限遠方



巻き付き数のイメージ
無限遠と場の配位を重ねて表すと「何回転しているか」で分類できる
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0回転　　　            　　1回転　　　　　　          2回転



巻き付き数のイメージ
場の配位が巻き付き数で分類できる理由

「異なる巻き付き数へは変化することができないから」

別の巻き付き数へ遷移する途中で必ず ポテンシャルの底から外れた状態 が必要

      ⇒途中の状態はエネルギーが発散するため、遷移できない。
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コメント
● 無限遠とポテンシャルの底の対応関係

無限の彼方もポテンシャルの底も同じ「円」となっているから、対応をつける事

ができている。
 

＜3次元の場合の対応関係＞

3次元の無限遠は球面、 SU(2)の随伴表現スカラー場の真空も球面

28



コメント
● n=0以外の巻き付き数の場合

ハミルトニアンには運動項の寄与があるので、単純に「 無限遠方でポテンシャ

ルの底になる」だけではうまくいかない。

次でこの問題を考えます。
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ここはまだ考えていない



無限遠方でのゲージ場

無限遠で被積分関数が 0となってほしい。そのためには無限遠で

実は無限遠で共変微分が 0となると、自動的に  pure gauge となり無限遠方で

filed strength は0となる。
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● スカラー場の配位に対応して無限遠方のゲージ場が決まる

● 有限エネルギー解が自動的に得られる
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‘t Hooft-Polyakov monopole (‘t Hooft, Polyakov 1974)

● ハリネズミ型の配位

SU(2) → U(1)へと破れる際に、スカラー場は非自明な配位を取りうる。
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ハリネズミ型の配位   (hedgehog 型)                                          



‘t Hooft-Polyakov monopole
● ハリネズミ型の配位で時間変化しない場合：磁気単極子が生じる

SU(2)の「電磁場」を以下で定める

回転対称性を持つ staticなansatzをおく：
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有限エネルギー解となるためには無限遠で



‘t Hooft-Polyakov monopole
● 無限遠方の磁場とそのエネルギー

無限遠方の境界条件：

SU(2)で残るU(1)磁場は

対応する磁荷
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ガウスの法則

ビアンキ恒等式

電荷の量子化



‘t Hooft-Polyakov monopole
● 無限遠方の磁場とそのエネルギー

     

エネルギー
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0　(Bogomol'nyi 条件：V=0で monopoleとなる条件 )磁荷に対応

● SU(2)→U(1)の破れの中で磁気単極子が生じる

● 磁気単極子のエネルギーの下限は磁荷で決まる  (Bogomol'nyi 下限)

● V=0の場合は解析解が知られている  (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield monopole)



Dyon
● DyonとCP対称性の破れ

Dyon：電荷と磁荷を併せ持つもの

ダイオンが生じるためには「 CP対称性の破れ」が必要
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CP偶 CP奇

C ー ー

P ＋ ー

CP ー ＋



Julia-Zee Dyon (Julia & Zee,1975)

電場が生じるためには A0≠0となる必要がある

　⇒Witten ansatz：静的で回転対称性を持つ

残るU(1)の電場：

対応する電荷：

（磁荷は以前と同じ）
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依然として                     が成立する



Julia-Zee Dyon (Julia & Zee,1975)

Dyonのエネルギー

V=0では                                ⇒ 電場と磁場を入れ替える対称性がある

無限遠方ではポテンシャルが無視できるので以下の関係が成立する。

38

0　(Bogomol'nyi 条件)磁荷に対応          電荷に対応

電荷・磁荷の関係：

(注：電荷は量子化されている )



Witten効果  (Witten, 1979)

● Dyonとθ項
系のCP対称性の破れは θ項(表面項)として現れる

θ項は運動方程式に寄与しないが Dyonの電荷を定める (Witten 効果)

● Witten効果

SU(2)→U(1)で残るU(1)対称性の生成子：

⇒対応するNoether 電荷
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Witten効果
● Dyonの電荷 (Witten, 1979)

・残ったU(1)対称性

・磁荷・電荷の関係   

この２つの関係から電荷に対する条件が決まる。
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gradient flow (勾配流法 )
汎関数Hが最小値（極小値）となる配位を数値的に求める方法

＜導出＞最小値となる配位の周りで展開：

最小値の周りで展開なので Mの固有値は全て正：
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（sは仮想的な時間： flow time）



gradient flow (勾配流法 )
● 熱拡散方程式

           熱平衡に達すると温度は変化しない

● 速度に比例する抵抗
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時間に関する１階微分が重要



gradient flowの良いところ
● flow time s が大きくなると指数関数的に収束してくれる

● 無限遠方での境界条件を設定すると、対応する配位が求まる
無限遠方で磁荷が定まる磁気単極子に都合が良い方法

（一般に topological soliton解と相性が良いようです）
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無限遠方の場の配位が決まっている

⇒単純に flow方程式を解くだけで良い

kink解でその違いを見てみます



gradient flowの良いところ
● flow time s が大きくなると指数関数的に収束してくれる

● 無限遠方での境界条件を設定すると、対応する配位が求まる
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● 運動方程式を解く

原点での傾きを変化させて無限遠で φ→vと
なるものを探す

⇒原理的に傾きはわからない

● gradient flowを解く

原点と無限遠での値を固定して flow方程式

を解く

⇒無限遠の境界条件は物理から決まる



gradient flowの不便なところ
● 鞍点のような場合には使えない

基本的に勾配を使うので、極小値か極大値のみ扱えます。
(鞍点で使う場合には工夫が必要。例：スファレロン解   Y.Hamada arXiv:2003.02070)

● ハミルトニアンの極値⇒運動方程式の解となるかは分からない

「ハミルトニアンの極値  ＝作用の極値」かどうか定かではない

⇒両者が一致するか確認が必要        (自動的に一致する場合もあります )
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磁気単極子・Dyonとgradient flow
● 磁気単極子の場合

符号の違いのみで、ハミルトニアンは正定値なので必ず極小値がある

● Dyonの場合

H,Lは一致しないので、両者の極値は一致しない

実際には運動方程式があれば電場の項は表面項となり、両者の極値は一致

           ⇒この場合、 gradient flowにそのまま乗せてもうまく行かない
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=0            =0

=0  



磁気単極子
BPS monopole (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield monopole)
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ポテンシャルがない場合 (V=0)

初期値からgradient flowに従って変化
させるとBPS-monopole解へ遷移する



磁気単極子
TP monopole (‘t Hooft-Polyakov monopole)
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ポテンシャルがある場合 (V≠0)

初期値からgradient flowに従って変化
させるとBPS-monopole解へ遷移する



Dyon
Dyonの場合、LとHが一致するためにガウスの法則が必要

ガウスの法則を課しながら Lについてgradient flowを解く

         (※Lの極値は必ず運動方程式の解となっているため )
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=0  (ガウスの法則 )



Dyon
BPS Dyon
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ポテンシャルがない場合 (V=0)

初期値からgradient flowに従って変化
させるとBPS-dyon解へ遷移する



まとめ
● やったこと

○ gradient flowによる磁気単極子・ Dyon解の解析

○ Dyonの解析にはガウスの法則の拘束条件が有用

● 今後の展望

○ BPS-Dyon解以外の場合の解析

○ 高次元由来のスカラー場による Dyon解

ご清聴ありがとうございました
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